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Osszefoglald

A szogelfordulds és a lehajlas fuggvényként vald eléallitasanak mddszerét a tankdnyvek csak megemlitik, de
konkrét példan valé veégigvitelét altaldban nem ismertetik. Ennek oka, hogy a mérndknek gyakorlati
szempontbol az elmozdulasok maximalis értékeire van sziiksége, ezért a tankdnyvek a lehajlas vagy elfordulas
egy pontban val6 szamitasara fokuszalnak. Napjainkra a CAD szoftverek annyira elterjedtek, hogy a gyakorl6
mérnokok a tartoszerkezetek méretezését, az igénybevételek és az alakvaltozasok szamitasat szinte kizarolag
ezekkel végzik. E cikk célja nem a gyakorlati alkalmazéds, hanem a tartdszerkezetek mikodésének jobb
megértése, a mérndki szemlélet és az elméleti tudas elmélyitése. A cikk ismerteti az igénybevételi és
alakvaltozasi fuggvények eléallitdsdnak elméletét, és a tartok alapesetein bemutatja azokat.
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1. Bevezetés

Mint ismeretes, gerendatartdén a nyirderé-, a hajlitonyomaték-, a szégelfordulas- és a lehajlasi fliggvényeket —
ebben a sorrendben — a teherfliggvény integralasaival allithatjuk elé. A szdgelfordulasra és a lehajlasra
fuggvénykent altalaban nincs szlikségink, inkabb csak azok maximuma érdekes a gyakorlé mérnok szamara.

A szbgelfordulas vagy az elmozdulas (6sszefoglald néven alakvaltozas) kiszamitasat egy bizonyos pontban
minden e téméaval foglalkoz6 tananyag ismerteti. A kérdéses pontban egységnyi virtuélis terhet mikodtetiink
(sz6gelfordulas szamitasa esetén egységnyi hajlitbnyomatékot, elmozdulas esetén egységnyi koncentralt terhet),
eléallitjuk az igénybevételi abrakat (a normalerd, nyirder6 és hajlitbnyomatéki fuggvényeket) a tényleges
teherbdl és a virtualis teherb6l, majd a két igénybevételei dbra szorzatét integréaljuk a tarté hosszan, és osztjuk a
merevséggel (normélerdk esetén FA-val, hajlitonyomaték esetén El-vel, nyiras esetén GA-val).

Statikailag hatarozatlan tartok erémddszerrel torténé megoldasakor fontos, hogy azokon a pontokon, ahol
kényszereket szabaditunk fol, meg tudjuk hatarozni a sz6gelfordulést vagy az elmozdulést. Erre jol kidolgozott
mddszer all rendelkezésre. A kérdéses helyen a fololdott kényszernek megfelelé egysegnyi terhet mikddtetiink,
és az el6z6 bekezdes szerinti modszerrel szamoljuk ki a szogelfordulést vagy az elmozdulést.

A szogelfordulds és a lehajlas fuggvényként vald eléallitasanak mddszerét a tankdnyvek csak megemlitik, de
konkrét példan valé vegigvitelét altalaban nem ismertetik. Napjainkra a CAD szoftverek annyira elterjedtek,
hogy a gyakorld mérnokok a tartdszerkezetek méretezesét, az igénybevetelek és az alakvaltozasok szamitasat
szinte Kizarolag ezekkel végzik. E cikk célja nem a gyakorlati alkalmazas, hanem a tartszerkezetek
miitkodésének jobb megértése, a mérndki szemlélet és az elméleti tudas elmélyitése.

2. EIméleti attekintés

2.1. Statikai terhek

2.1.1. Igénybevételi és alakvaltozasi fliggvények megoszl6 teher esetén

Tekintsik a tartd egy Xo-tol x;-ig terjed6é szakaszat, amelyen q(x) megoszI6 teher hat. Osszuk fol e szakaszt n db
rovid, egyenlé Ax hosszUsagu részre. Egy rovid részen belill a teherfuggvény allandé nagysagunak tekintheté.
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Egy kdzbenso rész fliggéleges vetiileti egyenlete: +
V(x+Ax) —V(x) = AV(x) = —q(x) - Ax

A teljes szakaszon a nyir6er6 megvaltozasat a részeken valo nyirderé-valtozasok 0sszegzésével kapjuk:

n

V(x1) = V(xo) = - Z q(x;) - Ax
i=1
Minél stirtibb a felosztas, annal pontosabb az eredmény. A felosztast a végtelenségig stritve:
n

V() = V)~ lim > q(e) - Ax = V(x) - f ) - dx
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Ha x;-et valtozdnak tekintjik, megkapjuk a nyirderé fuggvényét:
Vix) =V, — f q(x) - dx
X0

A fliggvény hatérozott integralként vald kezelését (amelynél a tartomany vége valtozo) nevezhetjuk mérnoki
szemléletmddnak. A matematikai megkdzelités az, hogy az elsé egyenletbél:

AV ,

28 = yi(x) = —q(x)
Tehat olyan nyirderé-fliggvenyt keresink, melynek derivaltja a teherfliggvény. Mivel a konstans derivaltja
nulla, sok ilyen fiiggvény van, ezek egy konstansban térnek el egymastol:

V,(x) = —fq(x) ~dx
Ez hatarozatlan integrél (erre utal a h index), egy fliggvényhalmaz, elemei a primitiv fuggvények. Statikai
szempontbol ezek kdzil csak egy felel meg:

V(x) =Vp(x) + Cy

Vp(x) az egyik primitiv flggveny, amelyet a Cy konstans hozzdadasadval mddositunk, hogy a statikai
kovetelményeknek megfeleljen. Cy értékét peremfeltételbél kaphatjuk. Perem lehet a tartd barmely pontja, ahol
a nyirdero értékét ismerjik. Célszeriien ez a tart6 egyik vége, ahol statikailag hatarozott tarté esetén a nyirderét
egyensulyi egyenletekbdl ki tudjuk szamolni.

Folytonos fuggvénynek ott lehet szélséértéke, ahol a meredeksége nulla, azaz a derivaltja nulla. A nyiréer6
fliggvénynek ott lehet szélséértéke, ahol a megoszlé teher nulla.

Egy kdzbenso rész nyomatéki egyenlete a rész jobb végére:

M(x)—M(x+Ax)+V(x)-Ax—1/2-Ax-q(x)-Ax:0 m
Az utolso tag marodrendien Kicsi, ezért elhagyhato. +
AM(x) =V(x) - Ax — AMx) V(ix) — M'(x) = V(x)

Ax
My (x) = f V() - dx
A nyirder6-fliggvénynél bemutatott gondolatmenettel megegyezéen:
M(x) = Mp(x) + Cy
A Cw konstans értékét itt is peremfeltételbél kaphatjuk.
A hajlitonyomaték fliggveénynek ott lehet szélséértéke, ahol a derivaltja nulla, azaz a nyirderé nulla.
A kovetkez6 abran a keresztmetszeten bellili fesziiltségeloszlast lathatd rugalmas anyagmodell esetén:

dB

A Hoocke-torveény szerint: o =FE-¢ Behelyettesitve a fesziltségeloszlast:

M £ M edx M
E.Sz_-z — - = — — :_'dx
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Bp(x) = —fﬂg(xl) - dx




B(x) = Bp(x) + Cg

A Cg konstans értékét itt is peremfeltételbol kaphatjuk. Ha az inercia a tartd hossza mentén allando, akkor EI -t
kiemelhetjuk az integralbol, ha valtozo, akkor fliggvényként benn kell hagynunk.

Az elfordulds fliggvenynek ott lehet széls6értéke, ahol a derivaltja nulla, azaz a hajlitdnyomaték nulla.

A lehajlas nvekménye: de = -dx
e'(x) = B(x) a gerenda tengelye
Ve
ep(x) = fﬁ(x)-dx | x
e(x) = ep(x) + C, =
I dx I

A C. konstans értékét itt is peremfeltételbdl kaphatjuk.
A lehajlas-figgvénynek ott lehet szélséérteke, ahol a derivaltja nulla, azaz az elforduléas nulla.

2.1.2. Koncentralt teher

Mint lattuk, a nyiréerét a hossz mentén haladva a teherfliggvény folyamatos 6sszegzésével, azaz integralasaval
kapjuk. Ha a hossz mentén haladva atugrunk egy koncentralt terhet, az 6sszegzésbe azt is bele kell vonni. A
nyirder6 egy differencialisan kicsi hosszon a koncentralt teher értékével fog megvaltozni. A koncentralt erg
helyén a nyiréerd-fliggvénynek szakadasa, ugrasa van. Hasson az x = a helyen egy F koncentralt eré:

F

q(x)
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V(ia+Ax) —V(a—Ax) =—q(A) -Ax— F
limy,oV(a+ Ax) —V(a—Ax) = —F
V(a+0)—-V(a—-0)=-F

Az &bran lathato, hogy az F eré rovid kdrnyezetében a hajlitbnyomaték valtozasa kicsi, mert az erék erékarja
kicsi. Koncentralt tehernél a nyomatékfliggvenynek torése van, mert az eré két oldalan a nyirderé értéke, azaz
a nyomatékfiuggvény derivaltja eltéro.

A tamaszoknal mukdds reakcideré a fuggvények viselkedése szempontjabdl ugyanugy miikddik, mint a
koncentralt teher.



2.1.3. Koncentralt nyomaték-teher

Hasonl6 gondolatmenettel belathatd, hogy koncentralt nyomaték-tehernél a nyomatékfliggvénynek van
ugrasa. Ha a koncentralt nyomatékteher a radon kijelolt rovid szakaszon mikddik, e rovid szakasz vetileti
egyenlete nem valtozik, tehat koncentrélt nyomaték-tehernél a nyiréerd-fliggvénynek sem ugrasa, sem torése
nincs.

2.2. Peremfeltételek

A peremfeltételeket 1épésenként meg kell vizsgélni! Ha valamelyik fiiggvénynél nincs ismert peremfeltétel, az
integralasi konstanst ismeretlenként tovabb kell vinni. Ha a peremfeltételb6l adéddan az integralasi allando 0,
azt tordlIni kell, nem szabad paraméterként tovabbvinni!

Statikailag hatarozott tartoknal a reakcider6k mindig meghatarozhatok az elfordulasi és lehajlasi fliggvények
ismerete nélkul, ezért a nyirdé és nyomatéki integraldsi allandék mindig ismertek lesznek, azokat nem kell
paraméterként tovabb vinni. Ez a definiciébdl kdvetkezik: statikailag hatarozott az a tartd, amely reakciderdéi és
belsé igénybevételei pusztan egyensulyi egyenletekkel meghatarozhatéak. A statikailag hatarozatlan tartoknal
ez nincs igy, az elfordulasi vagy elmozdulasi peremfeltételekbdl tudjuk visszaszamolni az igénybevétel-
fuggvények paramétereit.

2.3. Kinematikai terhek

2.3.1. Definicid, altalanos 6sszefliggések

A kinematikai teher alakvaltozasi teher, pl. tamasz-elmozdulas, rud-gorbeség, radhossz-valtozas. A
homérséklet-valtozas hétagulassal jar, amely megvaltoztatja a szerkezet alakjat, ezért ez is kinematikai teher.
Speciélis esetben eléfordulhat, hogy az alakvaltozas gatolt, és a szerkezet alakja nem valtozik. Pl. kénnyen
belathatd, hogy ha egy mindkét végén befogott gerendara linearisan egyenlétlen homérséklet-valtozas hat (a
keresztmetszeten belll a homérséklet valtozasa a magassag mentén linearis), akkor az tovabbra is egyenes
marad: A szimmetria miatt a befogasi nyomaték a két veégen egyenlé. Ha nem lenne befogas, a hémérsékleti
teher miatt a gerenda alakja koriv lenne. A végeken egyenlé nyomatékkal terhelt gerenda alakja szintén koriv.
Az egyuttes hatas is koriv. A koriv kdzéppontjat a tengelyre meréleges keresztmetszeti sikok metszik ki. Mivel
a befogas miatt a vég-keresztmetszetek nem fordulhatnak el, a koriv kdzéppontja a végtelenben van, tehat a
gerenda egyenes marad. Ez a fliggvények eléallitasabol is kiderl, lasd a 3.7. szakaszt.

Statikailag hatérozott tarton csak alakvaltozasok keletkeznek. Statikailag hatarozatlan tarton a kinematikai teher
reakcideroket, ezzel egylitt bels6 igénybevételeket is okoz.

A kinematikai teher lehet egy peremfeltétel, pl. tamasz-sullyedés vagy tamaszelfordulds. Ez mddositja az
igénybevétel-fliggvények paramétereit is, tehat modosulnak az igénybevételek.

El6fordulhat, hogy a kinematikai teher fuggvényként adhaté meg, pl. a rad kezdeti gérbiiletének hossz menti
fuggvényeként (ha egy ilyen gorbilt rudat tobbtdmaszl tartoként azonos magassagu tamaszokra épitenek be,
maris igénybevételek keletkeznek). A gorbilet az elfordulas valtozésa, azaz az elfordulés-fliggvény derivaltja.
A gorbilet-fliggvény integralasaval tehdt megkapjuk az elfordulas-fuggvényt. Az is eléfordulhat, hogy a
radgorbeséget az egyenestdl vald eltéresként hatarozzuk meg a hossz fliggvényében. Ez esetben ismert a
kezdeti elmozdulas-fuggvény.

A kinematikai teher alakvaltozas-fliggvényét hozza kell adni a statikai terhekbdl szarmazd alakvaltozés-
fuggvényhez! Statikailag hatarozatlan tarton a teher-fliggvény integrélasait akkor is végig kell csinalni, ha
nincs statikai teher, ugyanis a kinematikai terhekbdl reakciderék keletkeznek, amelyek ugyanugy
viselkednek, mint a statikai terhek.



2.3.2. Homérseklet-valtozasi teher
A beépitési homérséklethez képest a keresztmetszet also élének hémérséklete emelkedjen T,-val, folsé élének
homérséklete Trel. A keresztmetszet magassaga mentén a homérseklet-valtozas legyen linearis!
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A fenti dbran a hotagulast abrazoltuk, o a hotagulasi egyitthato.
a(Tg—Tyr)dx P AT AT
apr = -LE gy =T ) = - [y

Br(x) = —Brp(x) + Crp
Az allandokat kiemelhetjik az integrél elé. Ha a hossz mentén a keresztmetszet magassaga és az also-felsé él
homérsékletének kilonbsége allandd, akkor minden valtozot kiemelhetiink. Ekkor az egyenlétlen hémérséklet-

valtozashol adodé fajlagos szogelfordulas (és a gorbilet) a hossz mentén allando.
A statikai terhekbél és a kinematikai teherbél adodo alakvaltozas-fliggvényt 6sszegezve:

B(x) = Bs(x) + Br(x)
B(x) = Bsp(x) + Prp(x) + Cs5+ Crp

B(x) = Bsp(x) + Brp(x) + Cg



3. A leggyakoribb tartok és terheléseik

3.1 Kéttamaszu tart6 konstans megoszIlé teherrel
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3.2. Mindkét végen befogott tartd konstans megoszI6 teherrel
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3.3. Egyik végén befogott, méasik vegén csuklos tarto konstans megoszIo teherrel
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M(x) = sql®+-ql-x—3q-x

M(0) = —=ql?

Mbax = M(EL) = —2ql? +>2qI? = ——qlL? = = M(0)

128

Zérushely: 4xZ,—5Lxyo+L1>=0 — xy0= iL

q(x) =q

V(x) = —[q(x)-dx
V,(x) =—[q-dx
Vix)=C,—q-x

M,(x) = [V(x)-dx
M,(x) = [(Cy — qx) - dx
M(x):CM+CVx—%qx2
M(L)=0

Cy + CyL —2qL2 =0

Cu = 5qL2 = CyL

M(x) = %qL2 — CyL + Cyx —%qx2

Bu(x) = — [ =2 dx

Br(x) ———f[ ql? — CVL+CVx——qx ]dx

B(x) =Cs — ( qL?x — CyLx + = CVx ——qx )

BO)=0— C3=0
en(x) = [p(x)-dx

a _ 2,1 .3

Bx) = ( Zx Lx +ox )

Zérushely: ~ 8xj, — 15Lxg, + 6L =0
15—+/33

Xgo = L=05785-1L

15 1 15 1
e(x) = i Selix? = L2x? — = Lx® +—x*
4 68 24

e(x) = %qu (3L2x% — 5Lx3 + 2x*%)

Ellenérzés: e(L) =0

emax = e(xg,) =2 ‘;;‘f"ﬂ =0, 005416‘”




3.4 Kettamaszu tartd két végén koncentralt nyomatékteherrel

M M

( )

@

A ( 1y 1 Mp=My
ﬁ’(x)—E_I( ML — ML+ Mx +2E x)

B(xo) =0
(Mg — Ma)x3 o + 2LMyxpo — = L2My — = 12Mp = O

Zérushely:

1.2, 1 1.2
_MA+J§MA+§MAMB+§MB

X =
A0 Mp-M,

e(x) = i(——MAL;\C — —MBLx + = MAx + lwﬁ)
E-1 L
Ellensrzés: e(0) =
1 1 1 1 1 _
e(L) = —|—3Ma—Mp+_My+-(Mp— MA)] =0
Maximalis alakvaltozas:
= e(xﬁ,O)

€lmax|
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q(x) =0
V(x) = —[q(x)-dx
V(x) =—[0-dx

A VA
. N Ve =c,
L My (x) = [V(x) - dx
-4 > X Mh(x):fCV'dx
M, — Mg
L M(x):CV'x+CM
@ M) = — —  Cy=-M,
M(L) = —
CyL—My=-Mg — CV:MA;MB
< o]
T i W) V(x)=="4"8
Mp-M,
M(x)=-M,———x
: 2 ﬁh<x)=—fﬂ,’"-dx
N +
NE = ® Bue) = g (M + 2 x ) dx
-l = _ Mo —M
I — |© B(x)—Cﬁ+E(MAx+BTAx2)
en(x) = [B(x)-dx
— 9= [ 5250
| e(x) =¢C, +Cﬁx+—( M, x? 1@x3)

e(0)=0 — C,=0
e(L)=0 — Cp=—==(2M,+ Mp)



Specidlis esetek:
A két végnyomaték egyenlé Csak az egyik végen mikddik nyomatékteher

M M M

A 2@ & l}ﬁ@

>y 4—> X

S
I ~|
| Sl
3 ® 3 T ®
q(x) =0 qx)=0
V(x) =0 V(x) = _%
M(x) = —-M M(x) = —Tx
M 1 _M(11_, 1
B = (x-31) B = (512~ ¢L)
LML — 1ML _ _ 1ML — 1ML
3(0)__55 B(L)_ZE-I p(0) = 6 E-l B(L)_ZE-I
, . _1 . . 1
Zerushely:  xpo = EL Zerushely:  xpo = EL
1M (1.2 _ 1M 1,3 _
e(x) = 2E1 (Lx Lx) e(x) = 6 E-I (Lx Lx)
_ 1 1M _ 1 3 M
emart =€ (31) = =357 eimarl = ¢ (L) =~ 35

-11 -



3.5. Kéttamaszu tartd koncentralt teherrel

_ (0 0<<x<a
q(x)_{ a<x<lL

fq(x)-dx 0<x<a
V —
% %@ h(){ [q(x)-dx a<x<L
A B
a b 0-d 0<x<
— V() = —[0-dx x<a
—f0:dx a<x<L
R
X {ch 0<x<a
" Cyp a<x<lLl
SHES
" ' @ V@) =2F - F
Q=
V(L)=~->F - Cyy=—7F
b
-F 0<x<a
- - - M vw=i,
S|~ ——-F a<x<L
V(ix):dx O0<x<a
My (x) = f
fv(x)-dx a<x<L
@ [2F-dx 0<x<a
/ Mh(x): a
J-7F-dx a<x<L
b
-F-x+C 0<x<a
M(x) = La M1
_@ —TF-x+Cyp, a<x<L
M(L)=0 — =aF
_|7F-x 0<x<a B _ab
M(x) = a Mo = M(a) = —F
aF—ZF-x a<x<L
fngf) dx 0<x<a
Br(x) =
_fhgf) dx a<x<L
—%f%F x - dx 0<x<a
Br(x) = 1
—% (F——F x)-dx a<x<L
_F1b,2
B(x)_ 121 Cﬁl 0<x<a
aF (11,2
EJ(ZL x)-FCbZ asxsl
Az elfordulés-fliggvénynek nincs szakadasa
a’F1b a’F (11
~rt =5 (Gra 1)+ G
a’F 1b 1la _ _ 1a’F
(-3 =t~ Gp=Cn+yT
_F1b,2
pay={ 5 pE =
aF (11,2 _ a
EI(ZL X+ )'+-Cbl asxsl

212 -



) [p(x):dx 0<x<a
e,(x) =
" [B(x)-dx a<x<L
11b
f(————Fx2+Cﬁl)-dx 0<x<a
_ EI2L
en(x) = ar (11 a
—(——x —x+—)+C31]-dx a<x<L
EI1\2L 2
F 1b
————x%+ Cgyx + Cpy 0<x<a
_ El6L _
e(x) =1 ar (11 1 a e(0)=0— (; =0
—(——x3——xz+—x)+Cle+C62 a<x<L
EI\6L 2 2
A lehajlas-fliggvénynek nincs szakadasa:
F 1b F(11 1
- 3:a—(——a3——a2+2a)+Cez
El6L EI\6L 2 2
Fa? (1b 1 1Fa3
Cezz_i(__a+_2a):__i
E1 \6L 6L 6 E
F (11 1 1Fa3
e(l)=0 - Z(IP-IL2+5L)+Cul-322=0
E1\6L 2 2 6 E
F 1 1 F (1a3
£(-tat )+ 6= 529
EI\ 3 2 EI\6 L
F (1a® 1 , )
=2 (22 _Z42 4=
Cpa E-I(6L 2 aL
1b 1a2 1
| (fTrib-3e)a 0sxsa
ﬁ(x):E la 2 4
——xZ—ax+(——+—L)a a<x<lL
2L 6 3
b 1a3 1 1
—= x3+(—a —a2+—aL)ax 0<x<a
_ F L 6 L 2 3
e(x)—E la 1 2 ad 1
——x3——ax2+—x+(———— 2+—aL)x——a3 a<x<L
6L 2 6L 2
1b 1a2 1 1
v ———x3+(—a— —a+—L)ax 0<x<a
_ 6L 6L 2 3
e(x)—E la 1 1a2 1
e —ax2+(——+—L)a;\c——a3 a<x<lL
6L 2 3
— 2 — 2 2
e(a):i(_lL_“ la__la+lL)a2:i(_lL_“ lL__la_) 2
EI\ 6 L 6L 2 3 EI\ 6 L 3L 31L
F 1a? F 1a? 1a%b? F
=2 [-2(L - +(L+ — =—-=(L- +a-— == =
e(a) E-I3L[ 2(L—a)a+ (L+a)(L—a)] E-I3L(L a)(L+a—2a) S 7o
A maximalis lehajlas a tehertsl a tavolabbik tamasz felé esik: B(xp0) =0
1a - 1a%? | 1 ) _
== — + (=2 += =
21780~ AXpo (6L 3L a=0
1
xgo =L — [(L?2—a?)
_ ( )_ 3a 2 53 F
€max — € xﬁ,O _;Z a E
Specidalis eset: a=b==-
1 5. 1, L
—-x“+=1L 0<x<-= 2
F 4 16 - -2 1 FL 1 FL
ﬁ(X):_ 1 1 3 L ﬁ(O):__ ﬁ(L) P
Er)ly2 _Lpo4 312 Loyop 16 E-I 16 E-I
4 2 16 2
L3412 L
_ F 12x +16Lx OSxSZ _ L 1 FL?
e(x)—E 1.3 1, 2,32 1,3 L emax‘e(z) 48 EI
—x° —=-Lx“+—=Lx——L -<x<L
12 4 16 48 2



3.6. Harom tdmaszu tart6 mezénként konstans megoszlé teherrel
— 1 —L;<x< 0
9, 9, 9(x) {qz 0<x<IL,
VANV @) "o = —[q(x)-dx —L <x<0
" —Jqg,(x)-dx 0<x<L,
,I\A 1\8 1\(3

— ~dx L, <x<0
! L v ={ L :
—J[qz-dx 0<x<L,

_(Ch—qx —-L;<x<0
V(x)_{cvz_ qx 0<x<IL,

S [V (x)-dx —L <x<0
M =
N @ n() {sz(x)-dx 0<x<IL,
CM1+ Cle_%qlxz _L1 Sx SO
M(x) = r
CM2+ CVZX—qux OS.XSLZ
S M(0) = Cy1 = Cyz = Cu
C) 1 c
M(-L)=0 — CV1:_ECI1L1+L_IY
_ 1 Cm
M(Lz)—o b d CVZ_EqZLZ_E
N o — 2.4y -1, <x<0
Sh Br(x) =
@ — /"2 .dx  0<x <L,

CM+ Cle__qlx)dx —L1SXS0

5 (
—=[(Cu+ Crax—3qpx?)dx  0<x<lL,

=1 " ~ 5 (Gux + 36na® —Sair®)  —Li<x<0
xX) =
1 1
CﬁZ_E(CMx_l_ Ecvzxz_gCsz ) O<sx<lL,

ﬁh(x) =

fﬁ(x) dx _L1SXSO

en(x) = {fﬁ’(x) d« 0<x<lL,

Cel+CBx+%(iq1x4_ %Cle3_%CMx2) _Llsxso

e(x) =

Cez+CBx+%(iq2x4_ %CV2x3_%CMx2) OS.XSLZ
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111 1 1 C 1
{e(—Ll) =0 —Cply + E[Z ailf + 5 (=5l + )14 - Culd] =0

q
= 1/1 Cc
e(LZ) O _CBLZ I q2L4 6 ( quZ M) L3 . CMLZ] 0
1 4 2 2 _
1 _1 4 1 2 21 —
CbLZ_F ( 24q2L CML ) 24q2L 3CM) =0
L1 2_ 1 21 _
EI( 24Q1L CM) EY( 24qu CM _'0
_ 1 qil}+qul} _L 1 _Li(_ 1 o 1a:li+qel3
Cm = 8  Li+L, Cp = EI( 24 2l CM) EI( 24 4Ly * o Li+L; )
— Ly 1 —quliLa+q,L3
B " Er24  L+L,
C _ 1 Ll ali-q:lf
B~ 24 EI Li+Ly
__1 M __1 _ 1 ailitali
Cy1 = > q:1L, + L Cy1 = 2qlLl 8 Lilitly)
1,0 _Cm _1 1. qili+apl;
Cys QZLz Lz = Gz =5qz2L2 +3 Lo(L+Ly)
Osszefoglalva a fliggvények:
(¢ -L <x<0
q(x)_{qz 0<x<L,
_ CVl_x —L1SXS0 _CVl
V(x) = {Cvz — gox 0<x<L, Xyo1 — N
1
+Cle——x2 —LlﬁxSO 2
M(x) = 21 Mmaxl - CM 1CV1
Cy + Cvzx_EQsz O<sx<lL, 2|
B( ) CB_E(CM.X_F _Clez__q1x3) —L1SX<0
xX) =
Cﬁ_l(CMx_F —CVZXZ——q2x3) 0<x<L2
1(1 1 1
o) = Cpx + E(qux”‘ - gCle3 —ECMxZ) —L;<x<0
B 1 _1 3 _1 2
Cpx + (24q2 6 CvaX” =7 Cux ) Osx=<l,

A konstansokat nem érdemes behelyettesiteni, mert a kifejezések tal bonyolultak lennének. A képleteket
beprogramozva, pl. MathCad-be vagy Excelbe, a konkrét adatok birtok&ban a fiiggvények egydtthatdi konnyen
eléallithatok, a zérushelyek a 2. fokl egyenlet és a 3. fok( egyenlet megoldoképletével kiszamithatok, innen
pedig a széls6értékek behelyettesitéssel meghatarozhatdk.

Specialiseset: Ly = L, =L és g1=9,=q

Az elfordulds a kbzépsé tdmasznal: Cp=0
A hajlitonyomaték a kozépsé tamasznal:  Cy = — § qlL?
A nyirder6 a kozepsé tamasznal: Cy = qu

A tart6 jobb oldala megegyezik az egyik oldalon befogott, masik oldalon csuklés tartoval.
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3.7. Két végén befogott tartd egyenlétlen hémérseklet-valtozasi teherrel

—oct AT

-16 -

q(x) =0
V,(x) = — [ q(x)-dx
V,(x)=—[0-dx

V(x)=C,
V({0)=0 — C,=0
V(ix)=0

M,(x) = [V(x)-dx
My(x)=[0-dx

M(x) =Cy

B(x) = Bs(x) + pr(x)

Br(x) =—f%-dx—fa'TAT-dx

B(x)z—%CMx—%x+CB
BO)=0 —  Cr=0
pLY=0 — —CuL+ZZL=0
M(x) = -<=

a-AT a-AT

R
B(x)=0
en(x) = [ B(x)-dx

e(x) =C,
e(0)=0 — C,=0
e(x)=0



3.8. Egyik végén befogott tartd egyenlétlen hémérséklet-valtozasi teherrel

>«
—
[£3]
e~
<1
8|2
™M N
—
L‘J \
e~
<
8 |<= —
™ N
|
_ <=
e~
_\ =
3
<
|
NRES
e~

V(x) =T EI

M(x) =225 FI(x - L)

M(0) = - 2“2 El M(L) =0
Blx) =25 (= 2x? + Lx) - x
B(x) = 1258 (=3x% + 2Lx)

p0)=0 B(L)=—ia-AT-%
Zérushely:

1ahALT( 3xfy +2Lxg) =0  —

2
xBO = EL

q(x) =0

V,(x) = — [ q(x)-dx
V,(x)=—[0-dx
V(x)=C,

M,(x) = [V(x)-dx
M,(x) = [Cy-dx
M(x) =Cyx+Cy
ML)=0 —
M(x) =Cyx —CyL
B(x) = Bs(x) + pr(x)
Bulx) = — [52 dx
Bx) = E—j(—
BO)=0 — ;=0

en(x) = [ B(x)-dx

en(x) = [C—V(—lxz + Lx )——x] dx

e(x) = Z(—2x+ Lx) 12 v,

CM = _CvL

fafT dx

a-AT
x? +LX) —TX+CB

@ e(0)=0 — =0
e(L)=0
C_V(_1L3 +1LL2) _1“'_ATL2 =0
EI 6 2 2 h
C, :E%EI
e(x) = C—V(—%x3 +1Lx2) — %a'TATxZ
() =258 (L v i1)
1 aAT
e(x )—Z“M (—x3 + Lx?)
Ellendrzés: e(0)=e(L)=0

Cmax — e(xﬁo)
=15 -Gy 1G]

1 L2
—a-AT=
27 h

emax

Cmax —
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3.9. Két végén befogott tartd tamaszsullyedése

(

MA

12—|Az

El

®

Cy = —62Az

El
C,=1254z - =

ElI
V(x) = 12L—3Az
M(x) :6%Az-x—6f—;Az
M(x) = 6%Az- (2x — L)
B(x) = 67 (Lx — x?)

e(x) = 6%(%Lx2 — 1x3)

. e(0)=0

-18-

©

@

EI
M(O) = —6L—2AZ

p0) =p(L)=0

q(x) =0

V,(x) = — [ q(x)-dx
V,(x)=—[0-dx

V(x)=Cy

M,(x) = [V(x)-dx

M,(x) = [ Cy - dx

M(x) =Cyx+ Cy

M(3)=0 —  Cy=-3GL
B(x) = = [22 - dx

fr(x) = —%f (CVx — %CVL) - dx

B(x) = C—V(le —%xz) +Cp

2

pO)=0 — (=0
B(x) = 225 (Lx — x?)

en(x) = [ B(x)-dx

en(x) = f%%(Lx —x2)-dx

_1cy (1 1
e(x) =352 (jLx% = 5x%) + €.
e(0)=0 — c.=0
e(L) = Az

1¢
—LI3 =Az
12 B

EI
M(L) = 6L—2AZ
Az
ﬁmax = ﬁ (g) = ;T

e(L) = Az



3.10. Egyik végen befogott tarto tdmaszsillyedése

q(x) =0

V,(x) = — [ q(x)-dx
V,(x)=—[0-dx
V(x)=¢Cy
4 Sy M,(x) = [V(x)-dx
M,(x) = [Cy-dx
M(x) =Cyx+ Cy

EIl
[E \z

M(Z)=0 —  Cy=-GlL

Bu(x) = — 222 dx

1‘ _ M) Bu(x) = —— [(Cyx — CyL) - dx
Bx) =2 (Lx —2x?) + G
pO)=0 — (=0

EI
—-3—=Az

@ B(x) = 22 (2Lx — x?)
en(x) = [ B(x)-dx

en(x) = flC—V(ZLx— x2) - dx

2E1

]
3Az
2L

_1cCy 2_ 1.3
@ e(x) = 2E1 (Lx 3% )+Ce
e(0)=0 — c,=0

\2
e(L) = Az

I3 = Az

3EI
C, =354z =  Cy=-35Az
V(x) =354z
M(x) :35—;AZ'X—35—ZIAZ
M(x) =37z (x— L) M(0) = -3 Az M(L)=0
B(x) =27 (Lx — 2?) p0) =0 pLy =22
e(x) = 37 (1x? -3 %%) e(0) =0 e(L) = Az

A tartd pontosan ugy viselkedik, mint a két vegen befogott tartd bal fele, mivel a két végén befogott tartd
kdzéppontjaban nyomatéki nullpont van. Ha itt a fesztavot is és a tamaszsillyedést is megfelezziik,
ugyanazokat a fliggvenyeket kapjuk, mint a két végén befogott tartonal.
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3.11. Két végen befogott tartd tamasz-elfordulasa

El
—6§p

)@

O

M)

— ®

q(x)=0

Va(x) = = [ q(x) - dx
V,(x)=—[0-dx

V(x)=C,

M,(x) = [V(x)-dx

M,(x) = [Cy-dx

M(x) =Cyx + Cy
Bn(x) = — [ 522 dx

Br(x) = ——[(Cyx + Cy) - dx
B(x) = %(%Cvxz + CMx) + Cp
p0) =¢ Cg=¢
BL)Y=0 — Cy :%q) —%CVL

—

1 (1 EI 1
ﬁ(x) = _E(ECVXZ +T<px _ECVLx) + @
en(x) = fﬁ(x) ~dx
1 (1 EI 1
ep(x) = —Ef(szxz +—x —ECVLx) dx

©

e(x) = —%(% Cyx3 +%%<px2 —iCVLxZ) + px + C,

e(0)=0— (,=0

e)=0— (iqr+i%err-1c,L17) =L

V(x)=—6%(p

M(x)=—6f—21<p-x+4%<p

M(x)=%<p(4L—6x) M(O):4%<p M(L)=—2%<p
ﬁ(x)=—%(—%6%¢x2+%<px+%65—2’<pbc)+<p

B(x) = % (3x* — 4Lx + 1?) BO=¢  FO=0  Pfuw=F(L)=—30
e(x) = Lﬂz(x3 — 2Lx* + L?x) e(0)=e(L)=0 emax = € GL) =— oL
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3.12. Egyik végeén befogott tarto tAmasz-elfordulasa

@

e(l)=0 — E(P-I1)=gL

V(x) =350

M(x) =35 (L —x)

B(x) =32 (Zx2 —Lx)+ ¢
B(x) =% (3x* — 6Lx + 2L?)

Zérushely:

xBOZ(l—g)L

e(x) = %L%(x3 — 3Lx% + 2L%*x)

3x4y — 6Lxgy +2L2 =0

e(0) =e(L) =

-21-

q(x) =0

V,(x) = — [ q(x)-dx
V,(x)=—[0-dx
V(x)=C,

M,(x) = [V(x)-dx
M,(x) = [Cy-dx
M(x) =Cyx + Cy
M(L)=0 —
M(x)=Cy(x—L)

Br(x) = — [ 222 dx

Br(x) = —— [ Cy(x — L)dx

CM = _CvL

B(x) = —%CV ze —Lx) +Cp
pO)=¢ — (=9
O e SR

en(x) = [ B(x)-dx
en(x) = [—%ze — Lx) + <p] dx

e(x) = —%(Eﬁ —%sz) + px + C,
e(0)=0 — c.=0
ML) =0
B(L) = -0
\/—
0 €max = e(xﬁo) = ?3(pL



